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Рассмотрен вопрос о влиянии типа пространственной сетки на результат
решения уравнения переноса нейтронов в защитах ядерно�энергетических
установок (ЯЭУ).
Выполнены расчеты полей нейтронов в реалистической модели корпусно�
го реактора на быстрых нейтронах с тяжелым жидкометаллическим теп�
лоносителем с интегральной компоновкой оборудования. Использованы
структурированные кубические и неструктурированные гексаэдрические
сетки (программы PMSNSYS и FRIGATE), неструктурированные тетраэдри�
ческие и призматические сетки (программа РАДУГА Т). Получены предель�
ные при уменьшении размера ячейки средние по материальным зонам зна�
чения плотностей групповых потоков.
Показано, что результат расчета зависит не от типа ячейки сетки (куб, гек�
саэдр, тетраэдр, призма), а от типа аппроксимации криволинейных внут�
ренних границ (границ между материалами). Использование «зубчатых»
аппроксимаций для криволинейных границ приводит к увеличению пло�
щади границ, а также к возникновению на них условия преломления плот�
ности потока нейтронов. Эти эффекты приводят к завышению решения
уравнения переноса, причем во всех энергетических группах.
Вывод. При решении уравнения переноса нейтронов в защитах ЯЭУ сеточ�
ным методом необходимо использовать сетки, не приводящие к «зубчатым»
аппроксимациям внутренних границ. Можно рекомендовать тетраэдричес�
кие или призматические сетки, сетки из произвольных гексаэдров, а так�
же составные сетки, в которых внутри материальной зоны находятся ячей�
ки�кубики, а вблизи границы зоны – ячейки�гексаэдры.

Ключевые слова: уравнение переноса, сетки, криволинейные границы.

ВВЕДЕНИЕ
При решении задачи о переносе нейтронов в активных зонах и защитах ядерно�энер�

гетических установок (ЯЭУ) важен выбор пространственной сетки. В частности, грани�
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цы ячеек сетки должны максимально точно аппроксимировать границы материалов.
Самые ранние программные пакеты предлагали выполнять расчеты в декартовой xyz�
геометрии на ячейках�параллелепипедах. Для учета криволинейных границ были раз�
работаны пакеты, позволяющие проводить расчеты в криволинейных rzϕ� и rθϕ�геомет�
риях. Однако криволинейные геометрии не всегда позволяют адекватно описать все
границы между материалами, и приходится проводить расчеты в декартовых xyz�коор�
динатах [1, 2]. В дальнейшем развитие этой группы пакетов шло путем распараллели�
вания вычислений [3 – 5] и усовершенствования сеточных схем и итерационных мето�
дов решения систем сеточных уравнений [6 – 8].

Использование в xyz�геометрии сетки из ячеек�параллелепипедов приводит к тому,
что криволинейные, а также непараллельные координатным осям границы заменяются
«зубчатыми» поверхностями (составленную из граней ячеек сетки поверхность будем
называть «зубчатой», если угол между соседними гранями может быть больше 180о, см.
рис. 1). Предлагается проводить расчеты на очень мелкой сетке (с размером ячейки ~ 2
см [9]), когда «зубчатая» граница геометрически близка к реальной.

Для лучшего качества аппроксимации сеткой границ материалов переходят к ячей�
кам�гексаэдрам [10]. Следующий шаг – использование неструктурированных сеток из
тетраэдров и призм [12 – 18], а также сеток из произвольных гексаэдров [11]. В этом
случае удается точно задать все прямолинейные границы; криволинейные границы ап�
проксимируются «гранеными» поверхностями (составленную из граней ячеек сетки
поверхность будем называть «граненой», если угол между соседними гранями не пре�
вышает 180°, см. рис. 1).

Рис. 1. Направления вылетающего и возвращающегося нейтронов для двух типов сеточных границ, где d – длина
звена ломаной, аппроксимирующей окружность в поперечном сечении цилиндра; β – угол между звеньями ломаной;
1 – направление вылетающего нейтрона; 2 – направление вылетевшего, вернувшегося и снова вылетевшего нейтрона

Другой подход – использование структурированных сеток с ячейками�параллелепи�
педами с заданием в тех ячейках, через которые проходит граница материалов, допол�
нительных «составных» веществ. Сечения взаимодействия для каждого дополнитель�
ного вещества вычисляются как линейная комбинация сечений, попадающих в соответ�
ствующую ячейку материалов; коэффициенты линейной комбинации полагаются рав�
ными массовым долям каждого материала в ячейке (так называемый метод Volume
Fraction). Известны зарубежный [19] и аналогичный отечественный [20] сеточные ге�
нераторы, реализующие такой подход. Возможности выполнения расчетов с дополни�
тельными веществами включены во многие программы [3, 4, 6, 7]. Однако массовые доли
материалов лишь приближенно равны требуемым коэффициентам линейной комбина�
ции. Поэтому задача построения сетки, максимально точно задающей границы материа�
лов, является актуальной.

Модели активных зон и защит ядерных реакторов, как правило, включают в себя мно�
гочисленные цилиндры. При использовании структурированных сеток из параллелепи�
педов цилиндры заменяются призмами с «зубчатыми» боковыми поверхностями. При
использовании неструктурированных тетраэдрических или призматических сеток, сеток



МОДЕЛИРОВАНИЕ��ПРОЦЕССОВ��В��ОБЪЕКТАХ��ЯДЕРНОЙ��ЭНЕРГЕТИКИ

148

из произвольных гексаэдров цилиндры заменяются призмами с «гранеными» поверх�
ностями. Корректируя положение узлов сетки, можно добиться совпадения объемов «се�
точного» и исходного цилиндров. Однако площадь поверхности «зубчатой» и «гране�
ной» призм различна и отличается от площади поверхности исходного цилиндра. Кро�
ме того, при использовании «зубчатой» сеточной границы имеет место такой эффект как
возвращение вылетевшего нейтрона обратно в цилиндр (см. рис. 1). Актуальной явля�
ется задача оценки влияния типа сетки на результат сеточного моделирования полей
нейтронов в защитах ядерных реакторов.

ОПИСАНИЕ СЕТОЧНОЙ МОДЕЛИ
Для выполнения исследования была разработана модель корпусного реактора на

быстрых нейтронах с интегральной компоновкой оборудования с теплоносителем сви�
нец�висмут. Модель содержит активную зону (АЗ), теплоноситель (свинец�висмут), внут�
рикорпусные конструкции (теплоноситель, сталь), испаритель (теплоноситель, сталь,
вода), бак водной защиты, а вся конструкция помещена в бетонный контейнер (рис. 2).
Высота модели – 731 см, радиус – 400 см. Рассматривается только четвертая часть об�
ласти с заданием условия отражения на плоскостях x = 0 и y = 0 (см. рис. 2). В АЗ зада�
ется постоянный источник.

Рис. 2. Модель корпусного реактора на быстрых нейтронах (плоскости z = 453 и y = 0): 1 – АЗ; 2 – сталь;
3 – теплоноситель; 4 – внутрикорпусная защита; 5 – испаритель; 6 – газовый зазор; 7 – бак водной защиты;
8 – бетон; 9 – воздух; 10 – сталь и теплоноситель; 11 – карбид бора; 12 – условие отражения; 13 – область
выдачи плотности потока (см. рис. 7)

Каждому материалу в модели отвечает один или несколько цилиндров или цилинд�
рических слоев с осями, параллельными оси z задачи (см. рис. 2). Используются следу�
ющие методы построения пространственных сеток.

1. По каждой переменной x, y, z вводится равномерная сетка с шагом r. В результате
образуется регулярная сетка из ячеек�кубов с длиной ребра r. Тип такой сетки обозначим C.

2. Сетка из произвольных гексаэдров с верхними и нижними гранями, параллельны�
ми плоскости z = 0, строится программой REBEL�III [21]. Часть ячеек сетки соединена
по своим поверхностям без стыкования по вершинам. Вдали от границ гексаэдры при�
нимают форму кубов. Тип такой сетки обозначим H.

3. В плоскости x y каждый круг заменяется правильным многоугольником с ребром
длины d; в результате каждый цилиндр заменяется граненой призмой. В этой области
пакетом Salome (https://www.salome�platform.org) строится неструктурированная тет�
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раэдрическая сетка со средним радиусом ячейки r (радиус ячейки – это радиус шара того
же объема). Тип такой сетки обозначим Tf.

4. В плоскости x y каждый круг заменяется набором квадратов со стороной длины
d; в результате каждый цилиндр заменяется зубчатой призмой. Далее в полученной
области пакетом Salome строится неструктурированная тетраэдрическая сетка со сред�
ним радиусом ячейки r. Тип такой сетки обозначим Ts.

5. В плоскости x y пакетом Salome строится неструктурированная треугольная сетка со
средней длиной ребра ячейки r. По высоте z вводится сетка с шагом r. В результате обра�
зуется неструктурированная сетка из треугольных призм. Тип такой сетки обозначим P.

Таблица 1
Используемые пространственные сетки

Рис. 3. Сеточные аппроксимации поперечного сечения испарителя: 1 – Tf, d = 25; 2 – Tf, d = 12.5; 3 – Tf, d = 6.25;
4 – P, d = 3; 5 – Ts, d = 25; 6 – Ts, d = 12.5; 7 – H, d = 1.6; 8 – C, d = 1

Каждая сетка (табл. 1) характеризуется средним радиусом (шагом) ячейки r и
длиной звена d ломаной, аппроксимирующей окружность в поперечном сечении
цилиндра (рис. 3). Для сеток типа Tf, Ts параметр d задается априори. Для сеток типа
P величина d определяется как средняя длина тех ребер сетки, которые в плоскости
xy образуют границу испарителя. Для остальных типов сеток полагаем d = r.

Сеточные аппроксимации поперечного сечения испарителя приведены на рис. 3.
Сетки типа Tf, P, H формируют «граненые» аппроксимации для боковых поверхнос�
тей цилиндров. Сетки типа Ts, С образуют «зубчатые» аппроксимации. Узлы сеток
подбираются таким образом, чтобы объемы «сеточных» цилиндров были равны
объемам исходных цилиндров. Метод VolumeFraction [19, 20] для поддержания ба�
ланса масс здесь не используется.

При моделировании будем использовать равномерную сетку Карлсона S12 [22]
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и константы ENDF/B�VI.8 (30 групп нейтронов, энергетический интервал (10–4 эВ,
17 МэВ)) [23].

Расчеты на кубических сетках типа C выполняются по программе PMSNSYS [10]
по алмазной DD0 схеме с коррекцией решения на положительность. Для расчетов
на гексаэдрических сетках типа H используется программа FRIGATE [11] с DDL�схе�
мами с коррекцией решения на положительность. Для расчета на неструктурирован�
ных сетках типа Tf, Ts и P используется программа РАДУГА Т [18] с методом конеч�
ных элементов. Расчеты по программе PMSNSYS выполнялись на СуперЭВМ АО «ОКБ
«Гидропресс», расчеты по программе FRIGATE – на многоядерной персональной ЭВМ,
расчеты по программе РАДУГА Т – на гибридном суперкомпьютере К60, установлен�
ном в Суперкомпьютерном центре коллективного пользования ИПМ им. М.В. Келды�
ша РАН. Находятся плотности групповых потоков нейтронов и вычисляются их
средние значения в каждой из материальных зон.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Сначала выполняются расчеты на сетках разных типов с все уменьшающимся ра�

диусом (шагом для структурированных сеток) ячейки r. Сетки типа Tf и P использу�
ются при значениях радиуса 4.7, 3.5, 2.4, 1.7, 1.5, 1.2 см. Сетки типа C используются
с шагами 2 и 1 см. Полученные в расчетах значения Ψ средней по испарителю (см.
рис. 2) плотности потока нейтронов первой группы даны на рис. 4. Сходимость
величин Ψ при сгущении сетки достигается при значении радиуса (шага) ячейки r ≈
1.5 см. Полученное при сгущении каждой сетки значение Ψ не зависит от типа ис�
пользуемой сеточной схемы.

Рис. 4. Средние плотности потока нейтронов первой группы в испарителе, полученные при сгущении сеток разных
типов: 1 – сетки C; 2 –сетки P; 3 – сетки Tf при d = 6.25 см; 4 – Tf при d = 12.5 см; 5 – Tf при d = 25 см

Однако для каждого типа сетки при уменьшении радиуса (шага) ячейки r вели�
чины Ψ сходятся к разным значениям (см. рис. 4). Предельные значения Ψ для се�
ток типа Tf зависят от длины звена d ломаной, аппроксимирующей окружность в по�
перечном сечении цилиндра (см. рис. 3). При уменьшении длины звена d предель�
ные значения, полученные на сетках типа Tf, сближаются с предельным значением,
полученным на сетках типа P. Это значение, однако, не совпадает с предельным зна�
чением, полученным на сетках типа C.

На рисунке 5 представлены предельные значения Ψ , полученные с разными сет�
ками при радиусе (шаге) ячейки r ≈ 1,5 см. Можно видеть, что предельное значение
зависит не от типа ячейки, а от того, как аппроксимируются цилиндрические грани�
цы материалов, «зубчатыми» или «гранеными» поверхностями.
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Рис. 5. Средние плотности потока нейтронов первой группы в испарителе, полученные на сетках с разными типами
ячеек: 1 – «зубчатые» аппроксимации границ (сетки типа C, Ts); 2 – «граненые» аппроксимации границ (сетки
типа Tf, P, H). Обозначения типов ячеек: с – кубы; t – тетраэдры; p – треугольные призмы; h – гексаэдры

Найдем предельные средние значения плотностей потока 〈Ψ〉 для разных ма�
териальных зон во всех энергетических группах. Выполним расчеты на сетках
типа C («зубчатые» границы, r = 2 см, 12 млн. ячеек) и типа P («граненые» гра�
ницы, r = 1.7 см, 4 млн. ячеек). Отметим, что при переходе от структурированных
сеток типа C к неструктурированным сеткам типа P число ячеек сильно снижается.
Расчеты занимают достаточно много времени (на сетке типа P – 76 часов на 672
ядрах суперкомьпютера К60 ИПМ им. М.В.Келдыша РАН).

Рис. 6. Отношение многогрупповых плотностей потока нейтронов, полученных на сетке с «гранеными» границами,
к плотностям потока, полученным на сетке с «зубчатыми» границами: 1 – испаритель; 2 – бак водной защиты;
3 – бетон

На рисунке 6 представлены отношения величин 〈Ψ〉, полученных на сетке типа P, к
величинам, полученным на сетке типа C. Отношения представлены только для тех мате�
риальных зон, где они отличаются от единицы более чем на 0,01. Можно видеть, что вли�
яние типа сетки сохраняется во всех энергетических группах, хотя и не во всей облас�
ти. Кроме того, можно видеть, что плотности потока, полученные на сетке с «зубчаты�
ми» аппроксимациями, завышены по сравнению с плотностями, полученными на сетке с
«гранеными» аппроксимациями.

Причину этого помогает понять схема на рис. 1. Если сечения взаимодействия вне
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цилиндра много меньше, чем в цилиндре, то нейтрон, вылетевший из цилиндра через один
зубец границы, может вернуться в цилиндр через соседний зубец. Фактически «зубча�
тая» граница формирует условие преломления плотности потока.

Рис. 7. Плотности потока в первой группе на нижней границе (z = 0) бетонного контейнера (9 – воздух;
8 – бетон): а) – сетка типа С; б) – сетка типа Tf (логарифмический масштаб)

На рисунке 7 представлены плотности потока в первой группе на части нижней плос�
кости (z = 0) бетонного контейнера; выбранная часть плоскости отделена от внешней
границы слоем воздуха (см. рис. 2). Плотность потока, полученная с «зубчатыми» ап�
проксимациями границ, вблизи внешней границы завышена по сравнению с плотнос�
тью потока, полученной с «гранеными» аппроксимациями (см. рис. 7). В результате
отношение плотностей потока (см. рис. 6) меньше единицы.

Завышение плотности потока неравномерно по области. Бак водной защиты распо�
ложен вплотную к бетонному контейнеру, и вернувшиеся нейтроны быстро достигают
бака. Испаритель расположен в глубине области, но его верхняя часть находится в воз�
душной полости (см. рис. 2). Нейтроны, прошедшие бетонный контейнер, сразу же по�
падают в эту часть испарителя. Верхняя и нижняя границы контейнера параллельны
плоскости z = 0. «Лишние» нейтроны входят в контейнер только через «зубчатую» гра�
ницу, аппроксимирующую поверхность r = 400 см. Поэтому значительное завышение
плотности потока вблизи границы r = 400 см (см. рис. 7) приводит к небольшому завы�
шению среднего по контейнеру значения.

Рис. 8. Плотности потока в первой группе на нижней границе испарителя: а) – сетка типа С; б) – сетка типа Tf
(логарифмический масштаб)

С другой стороны,  поверхность с «зубчатой» границей имеет большую площадь, чем
с «граненой». Нижняя часть испарителя расположена вблизи источника. Через «зубча�
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тую» границу внутрь испарителя попадает больше нейтронов, чем через «граненую»
(рис. 8). Это еще один фактор завышения плотности потока при расчете с «зубчатыми»
аппроксимациями границ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрен вопрос о влиянии типа пространственной сетки на результат решения

сеточным методом многогруппового уравнения переноса нейтронов в защитах ЯЭУ.
Исследование выполнено на реалистической модели корпусного реактора на быстрых
нейтронах с тяжелым жидкометаллическим теплоносителем с интегральной компонов�
кой оборудования. Использовались структурированные сетки с кубическими ячейками
и неструктурированные сетки с ячейками�гексаэдрами, тетраэдрами и треугольными
призмами.

Использование кубических сеток порождает «зубчатые» аппроксимации криволиней�
ных внутренних (между материалами) границ. С другой стороны, «зубчатые» аппрокси�
мации строятся для самих границ, а потом в полученной области строятся тетраэдри�
ческие сетки. Построение тетраэдрических, призматических и гексаэдрических сеток в
исходной области приводит к «граненым» аппроксимациям криволинейных границ.
Выполняется коррекция узлов сеток так, что суммарный объем ячеек, отвечающих каж�
дому материалу, равен объему этого материала в исходной модели.

Находятся средние по материальным зонам значения плотностей групповых потоков.
Оказывается, что значения полученных величин зависят не от типа ячеек сетки (куб,
тетраэдр, призма, гексаэдр), а от типа аппроксимации гранями ячеек этой сетки криво�
линейных границ («зубчатой» или «граненой»).

«Зубчатые» аппроксимации границ формируют на них условия преломления; эти
условия приводят к перераспределению плотности потока между зонами. Условие пре�
ломления на границе бетонный контейнер�воздух (фактически внешней границе облас�
ти) приводит к тому, что часть нейтронов, вылетевших из области, возвращается в нее.

Кроме того, площади «зубчатых» границ больше, чем «граненых». «Зубчатые» апп�
роксимации увеличивают поверхность входа в соседние зоны вылетевших из АЗ нейт�
ронов.

В результате наблюдается завышение плотностей потоков во всех энергетических
группах. Это завышение максимально на периферии (может достигать 10%). Причем эта
величина найдена для интегральных (средних по материальным зонам) значений плот�
ностей потока. Завышение для локальных значений может оказаться больше.

Таким образом, при решении сеточным методом уравнения переноса важно исполь�
зовать такие сетки, которые не приводят к «зубчатым» аппроксимациям криволинейных
границ. Можно рекомендовать тетраэдрические, призматические сетки. Можно также
использовать составные сетки, в которых внутри материальной зоны находятся ячей�
ки�кубики, а вблизи границы зоны – ячейки�гексаэдры (как используемая в работе сет�
ка типа H).
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INFLUENCE OF THE SPATIAL GRID TYPE ON THE RESULT OF
CALCULATING THE NEUTRON FIELDS IN THE NUCLEAR POWER
PLANT SHIELDING
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ABSTRACT
Purpose. The paper considers the influence of the spatial grid type on the result of solving

the equation of neutron transport in the nuclear power plant (NPP) shielding.
Method. Neutron fields have been calculated in a realistic model of a liquid metal cooled

fast neutron tank reactor with an integral equipment layout. Structured cubic and
unstructured hexahedral grids (PMSNSYS and FRIGATE codes) and unstructured tetrahedral
and prismatic grids (RADUGA T code) are used. Limiting values of the group fluxes averaged
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over the material zones for refined grids have been obtained.
Results. It has been shown that the calculation results depend on the type of

approximation of the curvilinear inner boundaries between the material zones rather than
on the grid cell type (cube, hexahedron, tetrahedron, prism). Using «toothed»
approximations for curvilinear boundaries leads to an increase in the area of the boundaries,
as well as to the neutron flux refraction condition arising on them. These effects lead to an
overestimation of the transport equation solution, and also in all energy groups.

Conclusion. When solving an equation of neutron transport in the NPP shielding by a
grid method, it is necessary to use grids other than leading to «toothed» approximations of
the inner boundaries. Tetrahedral or prismatic grids, or grids of arbitrary hexahedrons can
be recommended, as well as composite grids in which cubic cells are located inside the
material zone, and hexahedron cells are located near the zone boundary.

Key words: transport equation, grids, curvilinear boundaries.
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