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Целью работы является вывод квадратурных формул для уравнений ки�
нетики ядерного реактора в форме интегральных уравнений Вольтер�
ры второго рода и уравнений реактиметра в форме интеграла свертки,
ядром которого является функция распада предшественников запазды�
вающих нейтронов (ПЗН), представленная в негрупповом виде. Целе�
сообразность перехода к интегральным уравнениям кинетики обуслов�
лена задачей унификации прямой (расчет динамики мощности) и об�
ратной (вычисление текущей реактивности) задач кинетики реактора.
В результате решение сводится к вычислению интеграла запаздываю�
щих нейтронов. Это исключает источник несовпадения расчетных и
экспериментальных оценок реактивности, обусловленный различием
вычислительных алгоритмов прямой и обратной задач. Представлена
общая схема преобразования различных приближений уравнения пере�
носа, позволяющая описать вклад запаздывающих нейтронов посред�
ством интегралов свертки без использования уравнений динамики кон�
центраций ПЗН. Такое преобразование уменьшает размерность модели,
упрощает программную реализацию, снимает проблему жесткости диф�
ференциальных уравнений кинетики, обеспечивает устойчивость вычис�
лений. Размерность модели сохраняется в случае учета нескольких де�
лящихся нуклидов. Интегральная форма уравнений допускает исполь�
зование в квадратурных формулах отсчетов экспериментальной функ�
ции распада, которая может быть идентифицирована в эксплуатацион�
ных режимах ядерного реактора и сохранена поточечно в негрупповой
форме без разложения в сумму экспонент. Это исключает необходимость
решения нелинейной задачи идентификации групповых параметров
запаздывающих нейтронов и повышает адекватность моделирования.
Получен ряд квадратурных формул для вычисления интеграла запазды�
вающих нейтронов и описаны соответствующие алгоритмы цифрового
реактиметра и численного моделирования кинетики реактора.

Ключевые слова: динамика ЯР, точечная кинетика, реактивность, реактиметр, интег�
ральные уравнения, квадратурные формулы.

ВВЕДЕНИЕ
В физике ядерных реакторов большое внимание уделяется сопоставлению и со�

гласованию расчетных и экспериментальных оценок реактивности [1 – 4]. Такое со�
поставление характеризует точность и адекватность нейтронно�физических расче�
тов в задачах проектирования, эксплуатации и обеспечения ядерной безопасности
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ЯЭУ. Однако, как известно [5], в расчетных комплексах используются дифферен�
циальные уравнения для описания динамики предшественников запаздывающих
нейтронов (ПЗН), а экспериментальная оценка реактивности основана на различ�
ных вариантах обращенного уравнения кинетики, в котором, как нетрудно пока�
зать, вклад ПЗН описывается интегралом свертки. Соответственно, в первом слу�
чае для вычислений используются различные схемы решения дифференциальных
уравнений [6 – 8], во втором – простейшие квадратурные формулы [9]. Различие
математических моделей является одной из причин несовпадения расчетных и экс�
периментальных результатов. Для исключения этого фактора целесообразно выпол�
нить унификацию вычислительных моделей для обеспечения тождественности схем
решения прямой (расчет хода мощности) и обратной (вычисление текущей реактив�
ности) задач нейтронной динамики ядерного реактора. Поскольку измерение реак�
тивности возможно только через вычисление интеграла, то в расчетных моделиру�
ющих комплексах оценка реактивности также должна выполняться на основе интег�
ральных уравнений с использованием квадратур, аналогичных применяемым в циф�
ровом реактиметре. Точнее, уравнения должны быть преобразованы к интегральной
форме, а последующая дискретизация должна выполняться одинаковым образом и
в прямой, и в обратной задаче с использованием как традиционных квадратур, так
и других известных подходов к решению интегральных уравнений [10, 11].

В работе описана общая схема преобразования различных приближений урав�
нения переноса для учета вклада запаздывающих нейтронов посредством интегра�
ла свертки. Предложенная унификация сводит прямую и обратную задачи кинетики
к вычислению интеграла запаздывающих нейтронов (ИЗН). Получен ряд квадратур�
ных формул для вычисления ИЗН и описаны соответствующие расчетные схемы для
реализации цифрового реактиметра и численного моделирования кинетики реакто�
ра. Найдено условие устойчивости вычислений.

Интегродифференциальные и интегральные уравнения нейтронной кинетики дав�
но используются при моделировании ядерных реакторов [6 – 8, 12 – 26]. Рассмот�
ренная в работе унификация прямой и обратной задач кинетики ЯР дает, как пред�
ставляется, ряд усовершенствований в дополнение к традиционным подходам, а
именно:

– уменьшается размерность модели, в модели фигурируют только наблюдаемые
величины;

– становится возможным использование в качестве ядра интегрального урав�
нения непосредственно отсчетов экспериментальной функции распада ПЗН;

– переход к интегральным уравнениям снимает проблему жесткости дифферен�
циальных уравнений кинетики ЯР;

– обеспечивается возможность получения интервальных оценок реактивности
на основе верхних и нижних интегральных сумм [27];

– стандартные схемы метрологического анализа [28], основанные на уравнениях
свертки, становятся применимы для анализа погрешностей реактиметра [29].

УНИФИКАЦИЯ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ ЯР
Интегральное представление источника запаздывающих нейтронов в нестацио�

нарном уравнении переноса хорошо известно [17, 30] и записывается на основа�
нии представления об экспоненциальном характере распада предшественников за�
паздывающих нейтронов в следующей форме (здесь и далее все обозначения стан�
дартные):

                            (1)−λ −τ −λ

= =

τ = ϕ τ χ β λ τ + λ ⋅∑ ∑∫ ( )

1 10

( , , ) ( , , ) ( ,0) .j j

t J J
t tD

j j j j j
j j

Q e d c er v r v r



И з в е с т и я в у з о в • Я д е р н а я э н е р г е т и к а • № 2 • 2 0 1 7

95

Слагаемые интеграла (1) являются решениями уравнений динамики концентра�
ций ПЗН в соответствующих группах

                                 (2)

так что фактически эти уравнения могут быть исключены из расчетных схем неста�
ционарного уравнения переноса, поскольку как таковая динамика концентраций ПЗН
специального интереса не представляет. Процедуру исключения опишем для неста�
ционарного уравнения переноса, представленного в общей форме:

                                          (3)

Здесь изменение концентраций ПЗН учитывается вторым слагаемым, а оператор R
объединяет все прочие процессы и интерпретируется как оператор реактивности.
Такое уравнение получается путем замены скорости генерации запаздывающих ней�
тронов λjcj, фигурирующей в традиционной форме уравнения переноса, выражени�
ем для λjcj из уравнения (2).

Начальные концентрации предшественников cj(r,0) определяются из уравнений
(2) в предположении стационарного состояния реактора, т.е. при ∂cj/∂t = 0. Поэто�
му удобно ввести в уравнения (2) переменную sj ≡ ∂cj/∂t, для которой эти уравне�
ния принимают форму баланса ускорений процессов распада (генерации) предше�
ственников:

где ψ(r,v,t) ≡ ∂ϕ(r,v,t)/∂t – скорость изменения плотности потока нейтронов. На�
чальное условие здесь становится нулевым, sj(r,0) ≡ 0, и обусловливает следую�
щий вид решения:

В результате снимается задача расчета начального распределения предшественни�
ков запаздывающих нейтронов и исключается соответствующий источник погреш�
ностей.

Подстановка sj ≡ ∂cj/∂t в уравнение переноса (3) приводит последнее к форме

                                                     (4)

с начальным условием ψ(r, v, t) = υ(Rϕ(r, v, 0)+Q). Вклад запаздывающих нейтронов
в уравнении переноса (4) представлен интегралом запаздывающих нейтронов (ИЗН)

                                              (5)

ядро которого

Описанная процедура замены переменных применима для исключения уравне�
ний динамики концентраций ПЗН в любых приближениях уравнения переноса. В
частности, она приводит систему дифференциальных уравнений точечной кинетики
к системе интегральных уравнений для мощности реактора и скорости изменения
мощности:
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(6)

Здесь реактивность дана в Λ�шкале: r = ρ/Λ = 1/Λ – 1/l. В этой шкале реактив�
ность имеет смысл относительной скорости процессов на мгновенных нейтронах:
r(t) ≡ vмн(t)/n(t) и может непосредственно сравниваться с выражаемой обратным
периодом α(t) = v(t)/n(t) относительной скоростью изменения мощности реактора
за счет всех процессов. Это в определенной степени упрощает решение известной
проблемы организации контроля ЯЭУ «по периоду или по реактивности» [31].

Процедура вывода интегрального уравнения для скорости изменения мощности
аналогична преобразованиям, выполняемым при традиционном выводе уравнения
реактиметра (обращенного решения уравнений кинетики). Здесь уравнение реакти�
метра получается из первого уравнения (6) очевидным образом без применения
обычно привлекаемых преобразований Лапласа [17, 32]:

                                              (7)

После интегрирования по частям уравнение (7) принимает вид

                                 (8)

где h(0) = βэфф/Λ; g(τ) = dh(τ)/dτ. Для эксплуатационных режимов, когда, как пра�
вило, h(0) >> α(t)+Q(t)/n(t) и интервал наблюдения [0, t] превышает время спада
функции h(t), уравнение (8) принимает вид

                                                (9)

Во всех случаях процедуры решения и прямой, и обратной задач кинетики ЯР уни�
фицируются, поскольку сводятся к вычислению интеграла запаздывающих нейтро�
нов. При этом уравнения (8), (9) предпочтительнее для численной реализации, по�
скольку время спада функции g(τ) = dh(τ)/dτ, фигурирующей в этих уравнениях,
примерно в три раза меньше, чем время спада функции h(t). С другой стороны, иден�
тификацию функции h(t) удобнее выполнять на основе уравнения (7).

ДИСКРЕТИЗАЦИЯ ИНТЕГРАЛА ЗАПАЗДЫВАЮЩИХ НЕЙТРОНОВ
Ядро ИЗН в уравнениях (5), (6) – это (с точностью до коэффициента 1/Λ) фун�

кция распада предшественников запаздывающих нейтронов, обычно представляе�
мая в экспоненциальной форме

Вместо экспоненциального представления ядра допустима любая аппроксима�
ция или поточечное табличное хранение экспериментальной кривой распада [33].
Такой подход повышает адекватность модели, упрощает процедуры адаптации ре�
актиметра, но требует вычисления ИЗН по схемам, в которых ядро представлено
конечной совокупностью отсчетов экспериментальной кривой распада или ее про�
изводной.
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Рассмотрим дискретную форму ИЗН применительно к уравнениям (8, 9), полагая,
что функция g(t) представлена L+1 отсчетом (т.е. g(t) = 0 при t > tL):

                                            (10)

Вычисление интеграла свертки в форме (10) – это классическая задача цифро�
вой обработки сигналов, рассматривавшаяся, в частности, в [34 – 36]. Однако со�
ответствующие подходы практически не использовались для вычисления ИЗН в
уравнении цифрового реактиметра или при решении прямой задачи кинетики ЯР.

В случае обычно применяемой формулы трапеций квадратурные коэффициенты
в (10) равны ck,0 = Tk–1/2; ck,l = (Tk–l+Tk–l–1)/2; l = 1, ..., L–1; ck,L = Tk–L/2, если шаг
интегрирования Tl = tl+1–tl является переменным. Видно, что оценка по формуле
трапеций получается усреднением оценок, сделанных по формулам левых и правых
прямоугольников, которые могут использоваться для интервальной оценки решения,
например, при вычислении реактивности [27].

Аналогично формуле трапеций квадратурная формула Симпсона описывает про�
стое усреднение трех оценок, полученных методом левых, правых и центральных пря�
моугольников:

S1 = Tl2(fl + fl+1)/2,   S2 = Tl2fl+1,   S3 = Tl2(fl+1 + fl+2)/2,   Tl2 = tl+2 – tl,

причем S2 есть оценка интеграла на интервале [tl, tl+2] методом среднего прямоу�
гольника, а S1, S3 являются попарным усреднением оценки S2 с оценками интеграла
методами левого и правого прямоугольников. Применительно к вычислению свер�
тки (10) в случае переменного шага интегрирования формула Симпсона на l�м от�
резке интерполяции (l = 0, 2, 4, …, L–2) имеет вид

Для применения квадратуры Симпсона число отсчетов L+1 должно быть нечет�
ным. Для исключения этого затруднения используем указанную выше интерпрета�
цию квадратур как формул усреднения по элементарным отрезкам. В общем случае
это приводит к формуле [37]

Sl
i = (ql

i)TWl
–1fl,                                                (11)

дающей оценку интеграла на i�м элементарном отрезке [ti, ti+1],  i = 0, …, k–1
по информации, относящейся к отрезку интерполяции Tl, l+J = [tl, tl+1, …, tl+J],
l = max(0, i+1–J), …, min(i, k–J), охватывающему данный элементарный отрезок, т.е.
по распределению узлов [tl, tl+1, …, tl+J] и вектору значений подынтегральной функ�
ции fl = (f(tl+m))T, m = 0, …, J.

Матрица Wl и вектор ql
i вычисляются в локальных координатах x = t–tl  l�го от�

резка интерполяции.
Элементы матрицы wl

jm = wj(xi),  xi = ti–tl – значения базисных функций интерполяци�
онной формулы

вычисленные в указанных узлах, а элементы вектора ql
i – интегралы от базисных

функций по i�му элементарному отрезку
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Конкретные квадратурные формулы получаются из (11) путем усреднения по
тому или иному сочетанию L(i) отрезков интерполяции, покрывающих i�й элемен�
тарный отрезок

Для квадратурной формулы Симпсона на отрезке Tl,l+2 = [tl, tl+1, tl+2] матрица

(12)

где индексация используется в следующем смысле:  xα = tα+1 – tα;  xα,β = tβ – tα.
В данном случае i�й элементарный отрезок (кроме начального и конечного) принад�
лежит только двум отрезкам интерполяции: (i–1)�му и i�му, так что усредненная
оценка интеграла на i�м элементарном отрезке равна

Si = ((qi–1
i)TWi–1

–1fi–1 + (qi
i)TWi

–1fi)/2;   i = 1, …, m–2,                    (13)

где векторы интегралов от базисных функций равны

qi
i = xi [1   (xi /2)   (xi

2/3)]T,

qi–1
i = xi–1,i+1 [1   (x i–1,i+1 /2)   (x i–1,i+1

2/3)]T – xi–1,i [1   (x i–1,i /2)   (x i–1,i
2/3)]T,

а индексация аналогична принятой в формуле (12).
При постоянном шаге интегрирования xi = T матрица значений базисных функ�

ций в узлах одинакова для всех отрезков интерполяции:

а векторы интегралов от базисных функций по элементарным отрезкам равны со�
ответственно  qi

i = T[1  (T/2)  (T2/3)]T  и  qi–1
i = T[1  (3T/2)  (7T2/3)]T. В результате

оценка (13) принимает вид Si = T(–fi–1 + 13fi + 13fi+1 –fi+2)/24. В отличие от стан�
дартной схемы интегрирования методом Симпсона применение этой формулы не
требует определенной кратности числа узлов. Если нет оснований для выбора кон�
кретных значений подынтегральной функции вне полного интервала интегрирова�
ния [tk–L, tk], то на конечном элементарном отрезке [tk–1, tk] следует применить оцен�
ку по левому отрезку интерполяции Sk–1 = T(–fk–2 + 8fk–1 +5fk)/12, а на начальном
отрезке [tk–L, tk–L+1] –по правому отрезку интерполяции S0 = T(5f0 + 8f1 – f2). В та�
ком случае, применяя на остальных элементарных отрезках [ti, ti+1]; i = k–L+1, …,
k–2, оценку (13), получим полную квадратурную формулу для отрезка [tk–L, tk]:
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Приведем конкретные варианты цифровой реализации уравнения реактиметра (7),
определяемые выбором квадратурных формул.

1. Уравнение реактиметра при вычислении ИЗН методом трапеций

2. Уравнение реактиметра со скользящим интегрированием по формуле Симпсона

или, для фиксированного числа отсчетов функции распада ПЗН,

3. Уравнение реактиметра в случае интегрирования методом Ньютона

Для фиксированного числа отсчетов функции распада уравнение принимает вид

КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ
ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ КИНЕТИКИ

Дискретные аналоги уравнений (6) имеют вид

(14)

откуда следует общая схема численного решения

(15)

где коэффициент dk = (1 + ak,kh0 – rkbk,k)–1. Здесь и далее полагается, что расчет ве�
дется для случая старта из стационарного состояния реактора, так что v0 = r0n0 + Q0.
Это начальное условие позволяет описать в рамках одной расчетной схемы любой
сценарий изменения мощности или реактивности [12, 33]. В прикладных задачах
интерес представляют и мощность, и период реактора p=n/v, так что расчет по алго�
ритму (15) представляется наиболее естественным. Дальнейшая детализация опре�
деляется выбором конкретных квадратур.

Для подавления накопления ошибок коэффициент dk должен быть меньше еди�
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ницы. В подкритическом реакторе это всегда имеет место. В надкритическом
реакторе должно выполняться условие на величину вводимой реактивности
rk < (ak,k/bk ,k)⋅h0. Это соотношение указывает, что целесообразно использовать
свой тип квадратурной формулы для каждого из уравнений (14). Так, если bk,k = 0,
то rk < ∞, т.е. ограничение на вводимую реактивность отсутствует в случае при�
менения для расчета мощности открытой квадратурной формулы. Эта схема имеет
место, когда, например, для расчета мощности используется формула левых пря�
моугольников, а для расчета скорости – функция правых прямоугольников:

dk = (1 + Tk–1h0)–1,    nk = nk–1 + Tk–1vk–1,

Применяя формулу Симпсона и усреднение по двум отрезкам интерполяции, ко�
торым в данном случае может принадлежать элементарный отрезок, получим для
расчета мощности квадратурную формулу вида

Если по аналогичной формуле вычислять и интеграл запаздывающих нейтронов,
то общий алгоритм (15) конкретизируется следующим образом:

с условием подавления ошибок rk < h0.
Если ИЗН вычислять по формуле трапеций, то получим расчетную схему

с более слабым, чем в предыдущей схеме, условием подавления ошибок rk < 1.2h0.
Это снова подтверждает целесообразность использования несовпадающих типов
квадратурных формул в уравнениях (6).

ВЫВОДЫ
1. Предложена модель кинетики ядерного реактора в форме системы интеграль�

ных уравнений Вольтерры второго рода для мощности и скорости изменения мощ�
ности, унифицирующая прямую и обратную задачи кинетики путем сведения их к
вычислению интеграла запаздывающих нейтронов.

2. Получен ряд квадратурных формул для ИЗН в случае негруппового представ�
ления функции распада ПЗН и приведены соответствующие уравнения цифрового
реактиметра.

3. Описана общая схема численной реализации предложенной модели. Конкре�
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тизация алгоритма выполнена для случаев использования ряда популярных квад�
ратурных формул.

4. Для пошагового применения квадратурных формул, требующих определенной
кратности числа узлов интерполяции, предложен алгоритм скользящего интегриро�
вания. Получены соответствующие квадратурные формулы применительно к вычис�
лению ИЗН.

6. Указаны условия подавления ошибок при интегрировании.
Примером реализации предложенных алгоритмов могут служить результаты ра�

бот [27, 29, 33]. Однако всевозможные сочетания типов квадратур, используемых
для дискретизации уравнений модели, а также разные варианты усреднения в схе�
мах скользящего интегрирования приводят к многочисленным вариантам численной
реализации, требующим дальнейшего анализа и сравнения по точности и количеству
операций. Необходимо выполнить такое сравнение и с другими известными алго�
ритмами моделирования кинетики ЯР.
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QUADRATURE FORMULAS FOR INTEGRAL EQUATIONS
OF KINETICS AND FOR DIGITAL REACTIMETERS
Yuferov A.G.
Obninsk Institute for Nuclear Power Engineering, National Research
Nuclear University «MEPhI»
1 Studgorodok, Obninsk, Kaluga reg., 249040 Russia

ABSTRACT
The aim of work is the derivation of quadrature formulas for a kinetic equations

nuclear reactor in the form of Volterra integral equations of the second kind and for
equation of a reactimeter in the form of integral convolution, the core of which is a
function of decay of the delayed neutron precursors (DNP) in the nongroup form. The
expediency of the transition to integral equations is caused by the unification of the
direct (calculation of power dynamics) and the reverse (calculation of current
reactivity) tasks of reactor kinetics. As a result, the solution reduces to the calculation
of the delayed neutrons integral. This eliminates the source of discrepancy calculated
and experimental evaluations of reactivity due to the difference in computational
algorithms direct and inverse problems. The paper describes a general scheme to convert
different transport equation approximations to describe the contribution of delayed
neutrons by a integral convolution without using dynamics of the DNP concentration.
This conversion reduces the dimension of the model, simplifies the software
implementation, eliminates the stiffness problem of differential equations of the
kinetics, provides stability of calculations. The dimension of the model is preserved in
the case of several fissile nuclides. The integral form of the equations admits in
quadrature formulas the use the samples of experimental function of the decay, which
can be identified in the operating conditions of a nuclear reactor and stored by
pointwise in the non�group form – without expansions in sum of the exponents. This
eliminates the need to address the nonlinear problem of identification of the group
parameters of delayed neutrons and increases the adequacy of modeling. In work is
obtained a series of quadrature formulas for the calculation of the delayed neutrons
integral and describes the corresponding algorithms of digital reactimeter and the
numerical simulation of the reactor kinetics.

Key words: dynamics of nuclear reactor, point kinetics, reactivity, reactimeter,
integral equations, quadrature formulas.
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