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Предлагается метод статистического сравнения данных для использо�
вания в задачах анализа экспериментальных и моделированных ядер�
но�физических данных, являющийся развитием метода статистическо�
го сравнения гистограмм. Подробно описан  алгоритм процедуры срав�
нения данных. В качестве меры различия данных используется двумер�
ная тест�статистика, определяемая через статистические моменты рас�
пределения, полученного при вычислении значимостей различия изме�
ренных и (или) смоделированных значений определяемой величины в
соответствующих точках измерения. Значимости различия реализован�
ных значений измеряемой величины в каждой точке являются реали�
зацией случайной величины, распределение вероятностей которой близ�
ко к стандартному нормальному распределению, если измеряется та же
самая величина и в методах измерения отсутствуют систематические
различия. Это позволяет избежать зависимости результатов от формы
распределения. Точность оценки меры различия определяется с помо�
щью эксперимента Монте�Карло. Показана возможность применения
предлагаемого метода в задачах сравнения данных разных эксперимен�
тов или экспериментальных и смоделированных данных.

Ключевые слова: теория распределений и методы Монте�Карло, измерения и тео�
рия ошибок, анализ данных (алгоритмы и применение).

ВВЕДЕНИЕ
Развитие ядерной энергетики является неотъемлемой частью развития современ�

ной цивилизации. Устойчивый интерес к ядерным реакциям привел к созданию как
специализированных баз данных, например, EXFOR [1], так и специализированных
программных продуктов, например, CASCADE/INPE [2] или CASCADeX [3], позволяю�
щих моделировать ядерные реакции в соответствии с заданными модельными пред�
положениями. Сравнение  существующих экспериментальных данных и данных, по�
лученных моделированием ядерных реакций, является одной из основных задач при
выборе теоретических построений, адекватно описывающих экспериментальные
данные. Часто при сравнении данных используются факторы согласия [4] или их
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взвешенная комбинация [3] с не совсем очевидной интерпретацией полученных ре�
зультатов сравнения данных.

В работах [5, 6]рассматривается метод статистического сравнения гистограмм как
возможное решение задачи сравнения данных унифицированным способом. Пре�
имущество данного подхода в сравнении со стандартным методом, использующим
хи�квадрат�распределение, показано в работе [7]. Работы [5 – 7] ориентированы
на сравнение потоков выборочных данных, однако основные идеи этих работ мож�
но использовать и при сравнении наборов данных произвольной природы.

Итак, предположим, что нужно сравнить два набора данных h1и h2, состоящих
из M измеренных в точках x1, x2, …, xM значений

и

Сравнив эти два набора данных, нужно принять решение о том, описывают ли эти
данные одно и то же явление (т.е. результаты получены из одной и той же гене�
ральной совокупности) или результаты соответствуют разным явлениям (например,
измеряются разные процессы или не учтены какие�нибудь особенности собственно
измерений, т.е. результаты взяты из разных генеральных совокупностей), а также
оценить вероятность того, что решение об их различии правильное.

РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ НАБОРАМИ ДАННЫХ
Большинство методов сравнения данных используют в качестве меры различи�

мости данных некоторое «расстояние между данными». Так, например, в методе χ2

расстояние между двумя наборами данных, представленными в виде гистограмм [8],
это

где      в случае пуассоновских потоков событий можно назвать «нормализованной
значимостью различия» значения в i�ом канале в первой гистограмме и i�ом канале
во второй гистограмме.

Отметим, что в предлагаемом методе также используется     , но несколько иначе,
чем в методе хи�квадрат. Существуют и другие «расстояния» (см. [8]).

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕСТОВЫХ СТАТИСТИК

Предлагается использовать статистические моменты распределения      , где
i=1, …, M. Это распределение, состоящее из M значений, в случае, если оба
набора данных получены из одной и той же генеральной совокупности,
близко к стандартному нормальному распределению, поскольку каждая ре�
ализация  случайной величины «значимость различия» значений для каж�
дой точки измерения i является реализацией стандартной нормальной ве�
личины.

Таким образом, в качестве расстояния между наборами данных предлагается
не одномерная величина, как в других методах, а многомерная. В рассмотренных
далее примерах двумерная величина
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есть среднее значение распределения «нормализованных значимостей различия»,
а величина

является среднеквадратическим отклонением этого распределения.
SRMS имеет ясную интерпретацию:
– при SRMS = (0,0) оба набора данных идентичны;
– если SRMS ≈ (0,1), то оба набора данных получены из одной и той же генераль�

ной совокупности;
– если вышеупомянутые условия не выполняются, то наборы данных получены

из разных генеральных совокупностей.
Отметим, что существует взаимосвязь между средним, среднеквадратическим и

значением хи�квадрат:

Данная взаимосвязь указывает на то, что тест�статистика χ2 является комбина�
цией двух тест�статистик – RMS и    .

ЗНАЧИМОСТЬ РАЗЛИЧИЯ
Рассмотрим модель, в которой наборы данных h1 и h2 определены следующим

образом: случайная переменная n (измеряемая величина в точке измерения i) под�
чиняется нормальному распределению

Здесь ожидаемое значение в i�ой точке измерения k�го набора данных есть nik, а
ожидаемая величина дисперсии – σik

2.
Для случая сравнения двух наборов данных введем значимость различия в  со�

ответствующих точках измерения

В данном случае        – это наблюденное значение в точке измерения i набора данных k,
– соответствующее стандартное отклонение. Если предположить, что во втором набо�
ре данных нет статистических ошибок, то значимость различия будет равна

ГЕНЕРАЦИЯ ПОВТОРНОГО НАБОРА ДАННЫХ
Следующий шаг является важным в данном методе сравнения наборов данных.

По аналогии с генерацией повторной выборки в методе «бутстреп» [9] он может
быть назван генерацией повторного набора данных. Для каждого из сравниваемых
наборов данных создается определенное количество подобных наборов данных
(клонов) в соответствии с рассматриваемой моделью, а именно, значение в каждой
точке измерения клонируемых наборов данных разыгрывалось в соответствии с
законом                . Это позволяет создать две имитационные модели генеральных
совокупностей наборов данных для сравниваемых наборов данных. В рассмотренных
ниже примерах было смоделировано 4999 клонов для каждого из наборов данных и
затем проведено 5000 сравнений пар полученных наборов данных. В ходе каждого
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сравнения строилось распределение значимостей различия в соответствующих точ�
ках измерения и определялось среднее и среднеквадратическое полученного распре�
деления. Полученные величины используются для проверки гипотезы о принадлеж�
ности наборов данных одной или разным генеральным совокупностям, определения
ошибок первого (α) и второго (β) рода и оценки вероятности правильности решения
о том, что наборы данных принадлежат разным генеральным совокупностям.

РАЗЛИЧИМОСТЬ НАБОРОВ ДАННЫХ

Обычно для различимости гипотез при сравнении наборов данных задают уро�
вень значимости критерия, т.е. вероятность совершить ошибку первого рода α,
и вычисляют мощность критерия 1–β, где β – вероятность ошибки второго рода.
Различимость наборов данных можно также оценить с помощью некоторой фун�
кции ошибок первого (α) и второго (β) рода, которая фактически является ве�
роятностью правильного заключения о принадлежности наборов данных разным
генеральным совокупностям. Если эта величина равна единице, то наборы дан�
ных 100%�но различимы. Если же эта величина равна нулю, то наборы данных
неразличимы, и можно утверждать, что они взяты из одной генеральной сово�
купности.

Если критическая область (величина, линия, поверхность и т.п.) выбрана кор�
ректно, т.е. выполнено условие α + β ≤ 1, то вероятность правильного решения
о различимости наборов данных определяется как  1 – (α+β)/(2–(α+β)) [10].

ПРИМЕРЫ

Получение экспериментальных ядерно�физических данных является сложной за�
дачей, поэтому для расчетов широко используются данные (например, данные по
сечениям реакций), полученные с помощью специализированных пакетов программ,
в основе которых лежат физические модели, например, [11]. Таким образом, важ�
ной задачей является определение, насколько корректно расчетные данные описы�
вают эксперимент.

Использование метода позволяет не только определить принадлежность экспе�
риментальных и расчетных данных одной генеральной совокупности (когда модель
хорошо описывает эксперимент), но и найти доверительные интервалы параметров
расчетной модели, в пределах которых модель хорошо согласуется с эксперимен�
том. Также можно определить, являются ли различия в экспериментальных данных,
полученных на разных установках или различными группами экспериментаторов, на�
столько серьезными, что эти данные не могут быть объединены для совместного рас�
смотрения.

Рассмотрим несколько наборов данных и проведем их анализ с помощью разра�
ботанного метода.

Данные по сечениям реакции 52Cr (p,x)7Be. Экспериментальные данные бра�
лись из EXFOR [1], а расчетные были получены с помощью новой версии програм�
мы CASCADE [3]. Исходные данные представлены в табл. 1 и на рис. 1.

В результате обработки этих данных были получены двумерные распределения
величин S и RMS для соответствующего распределения значимостей различия, по�
казанные на рис. 2, где критическая линия для проверки гипотезы о разделимости
наборов данных отделяет полупроцентный уровень значимости (ошибка первого
рода α = 0.005) от нижнего распределения (калибровочного) и позволяет вычис�
лить мощность критерия.

В рассмотренном примере α = 0.005 и β = 0.0202. Решение о том, что данные
взяты из разных генеральных совокупностей, верно с вероятностью 0.99746.
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Таблица 1
Исходные данные

Рис. 1. Теоретические и экспериментальные данные реакции 52Cr (p,x)7Be

Рис. 2. Оценка различимости наборов данных

Сечения для реакции 56Fe(p,x)24Na. Экспериментальные сечения взяты из
EXFOR[1], а два набора расчетных сечений получены с помощью программы CASCADE
[3]. Один набор расчетных сечений был получен с использование модели образо�
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вания кластеров с A > 10, а второй – без учета их образования (табл. 2).
Таблица 2

Сечения для реакции 56Fe(p,x)24Na

Результаты использования метода показаны на рис. 3.

 Рис. 3. Пятно 1 (калибровочное) соответствует экспериментальным данным; пятно 2 – результат сравнения данных
для модели с учетом образования кластеров и экспериментальных данных; пятно 3 – результат сравнения модели
без учета образования кластеров с экспериментальными данными

В этом примере расчетные данные для двух моделей не принадлежат одной генераль�
ной совокупности с экспериментальными данными (т.е. не могут быть использованы при
описании экспериментальных сечений). Такое расхождение можно объяснить тем, что
точность моделирования эксперимента не позволяет описать точные измерения либо при�
водимые ошибки измерений не соответствуют реальной точности полученных данных.

Данные двух экспериментальных групп – сечения реакции 27Al(p,x)7Be. Сече�
ния получены  двумя группами экспериментаторов (группы Михеля и Титаренко) [1].

Таблица 3
Сечения для реакци27Al(p,x)7Be
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Результаты анализа с использованием метода статистического сравнения данных
показаны на рис. 4.

Рис. 4. Черное пятно (внизу) – калибровочное распределение по данным Михеля, сравниваемым со своими клонами
через генерацию повторных наборов данных; темно�серое пятно (границы выделены эллипсом, частично
перекрывается с калибровочным) – результат сравнения данных Титаренко и Михеля

На рисунке наблюдается существенное перекрытие распределений. Таким обра�
зом, объединение экспериментальных данных этих групп требует дополнительных
исследований.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенный подход с применением двумерной тест�статистики позволяет значи�

тельно усилить мощность критерия при проверке гипотез по сравнению с методами,
использующими одномерные тест�статистики.

Метод может быть использован для сравнения данных, полученных в различных экс�
периментах, а также экспериментальных и моделированных ядерно�физических данных.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (грант 13$02$00363).
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* INR RAS, Moscow, Russia
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University «MEPhI». 1 Studgorodok, Obninsk, Kaluga reg., 249040 Russia
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ABSTRACT
We propose a method for statistical comparison of two data sets. The method is

based on the method of statistical comparison of histograms. Usually a one�
dimensional test statistic is used as a measure of distinction of data sets. This test
statistic depends on the shape of distributions in data sets. Using the two�
dimensional test statistics which is determined via the statistical moments of
distribution produced by the calculation of “the significance of deviations” for the
corresponding points with observed values is proposed in the paper as a distinction
measure between data sets. The significance of deviation in the corresponding
points can be considered as a realization of the random variable which is close to
a standard normal random variable if we observe the same random value in both
data sets. It helps to avoid the dependence of the result on the shape of
distributions. The accuracy of the estimator for the measure of distinction is
determined by the Monte�Carlo experiment which, by analogy with the construction
of repeated samples (resampling) in the bootstrap method, it is possible to call
construction of repeated data set (redatasetting). As an estimator of quality of the
decision made, it is proposed to use the value which it is possible to call the
probability that the decision ‘’data sets are various’’ is correct.
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